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Re´sume´
Le proble`me de bord libre est l’un des proble`mes les plus importants dans la conception et l’analyse des mate´riaux
composites. Les contraintes interlaminaires trop importantes pre`s de bords libres, the´oriquement singulie`res, pourraient
conduire au de´laminage des mate´riaux multicouches. La the´orie classique des plaques stratifie´es (CLT) n’est pas capable
de pre´dire le champ de contraintes 3D pre`s des bords. En raison de complexite´ du proble`me, il n’y a pas de solution
exacte pour ce proble`me, sauf dans certains cas simples. Par conse´quent, de nombreuses diffe´rentes me´thodes analytiques
et nume´riques ont e´te´ utilise´es pour surmonter cette faiblesse de la the´orie classique (CLT) dans le calcul des contraintes
interlaminaires pre`s des bords. La re´solution 3D du proble`me est ge´ne´ralement tre`s couˆteuse au niveau du temps et du
me´moire. Ce travail, en utilisant un Mode`le Multiparticulaire des Mate´riaux Multicouches (M4), pre´sente une alternative
plus efficace aux e´le´ments finis et autres me´thodes nume´riques pour re´soudre des proble`mes de bord libre. En appliquant
la the´orie du mode`le M4-5n, cette e´tude fournit une me´thode d’analyse des stratifie´s composites en traction uniaxiale. Les
solutions analytiques du mode`le M4-5n pour des multicouches composites dans les e´tats non-de´lamine´ et de´lamine´ sont
obtenues et compare´es avec celles des e´le´ments finis 3D. La comparaison entre les re´sultats du mode`le M4-5n et ceux des
e´le´ments finis 3D de´montre la capacite´ du mode`le M4-5n a` fournir des re´sultats tre`s pre´cis avec une efficacite´ beaucoup
plus importante par rapport aux e´le´ments finis 3D.
Abstract
The free-edge problem is one of the most frequently problem in design and analysis of the laminated composites.
High interfacial stresses near free edges, theoretically singular, could lead to delamination of the laminate. It has already
been shown that the classical lamination theory (CLT) is not capable of predicting the three-dimensional stress field near
the edges. Due to the complexity of the problem, there is no exact solution yet to this problem except in some simple
cases. Consequently, many various approximate analytical and numerical methods until now have been used to overcome
this lack of CLT in calculating of interfacial stresses in the vicinity of edges. The 3D-problem solving is generally
very expensive in computational calculation. The present study, by using a multiparticle model of multilayered material
(M4), presents a more efficient alternative to finite element and other numerical methods to solve free-edge problems.
This investigation provides a method to analyse general composite laminates under uniaxial traction by means of the
M4-5n model. The analytical M4 solutions of non-delaminated and delaminated composite multilayers are obtained
and compared to finite element method solutions. Comparison between the results of the M4-5n model and the FEM,
demonstrates the capability of the M4-5n model to give very accurate results with a much more efficiency in comparison
to FEM.
Mots Cle´s : Contrainte interlaminaire, Multicouche, Mode`le Multiparticulaire, Bord libre, De´laminage
Keywords : Interlaminar stress, Laminate, Multiparticle model, Free edge, Delamination
1 Introduction
En ge´ne´ral, les solutions analytiques sont base´es soit sur des the´ories monocouche e´quivalente
(ESL) soit sur des the´ories layerwise. Dans les deux cas, le proble`me d’e´lasticite´ 3D est re´duit a`
un proble`me 2D. Les me´thodes monocouche e´quivalente consistent a` traiter le stratifie´ multicouches
he´te´roge`nes comme une couche homoge`ne ayant un comportement e´quivalent. Comme le nombre
d’e´quations est inde´pendant du nombre total des couches du stratifie´, ces me´thodes sont relativement
simples et efficaces mais leurs re´sultats ne sont pas assez pre´cis pre`s des bords. Ne´anmoins, ces
the´ories fournissent des re´sultats acceptables dans la pre´diction de la re´ponse globale du multicouche.
En revanche, dans les me´thodes layerwise le nombre d’e´quations de´pend du nombre des couches du
stratifie´. Ces me´thodes sont ge´ne´ralement plus sophistique´es et plus couˆteuses, mais elles peuvent
fournir des re´sultats tre`s satisfaisants.
Une des premie`res solutions approximatives de contraintes interlaminaires a e´te´ obtenue par Pipes
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et Pagano [1] pour l’analyse des contraintes interlaminaires dans un multicouche syme´trique sous
l’extension uniforme. Plus tard, Pagano a applique´ une the´orie d’ordre supe´rieur tenant compte
l’e´nergie de cisaillement afin de calculer la contrainte d’arrachement dans un multicouche syme´trique
[2]. En utilisant une me´thode ELS avec des approximations simples en contraintes, Whitney a e´value´
le champ de contraintes aux bords libres des mate´riaux composites [3]. Pagano a e´galement de´veloppe´
une me´thode analytique approche´e base´e sur le principe variationnel de Reissner pour pre´dire le
champ de contraintes dans les stratifie´s composites [4, 5]. Tang et Levy [6] ont utilise´ une the´orie
de la couche limite pour analyser un stratifie´ syme´trique sous la traction uniaxiale et e´value´ toutes
les contraintes interlaminaires pre`s de bords libres. En se basant sur le de´veloppement en se´ries
complexes, Wang et Choi [7, 8] ont e´tudie´ la singularite´ des contraintes au voisinage des bords d’un
stratifie´ composite. En s’inspirant du mode`le de Pagano, une famille de mode`les multiparticulaires
a e´te´ propose´e par Chabot [9], Carreira et al. [10]. Dans ces mode`les, le mate´riau multicouche est
conside´re´ comme un objet 2D dont chaque point ge´ome´trique se compose de plusieurs particules. En
effet, ces mode`les sont une superposition de plaques ou membranes qui sont relie´es par des efforts
d’interface. Chabot a utilise´ diffe´rents Mode`les Multiparticulaires des Mate´riaux Multicouches (M4)
pour e´valuer les contraintes interlaminaires dans des empilements syme´triques composites sous la
traction uniaxiale.
Le proble`me d’effet de bord a e´galement e´te´ approche´ par diffe´rentes me´thodes nume´riques telles
que les me´thodes des diffe´rences finies, me´thodes des e´le´ments finis 2D et 3D, les techniques de
la couche limite, les mode`les multiparticulaires,etc. Pipes et Pagano [11] ont utilise´ une me´thode
des diffe´rences finies pour re´soudre les e´quations gouvernantes 2D. Wang et Crossman [12, 13] ont
propose´ une me´thode quasi-tridimensionnelle des e´le´ments finis pour calculer les contraintes inter-
laminaires a` proximite´ des bords libres dans des stratifie´s syme´triques soumis a` traction uniaxiale et
variation uniforme de tempe´rature . Robbins et Reddy [14] ont pre´sente´ une me´thode globale-locale
des e´le´ments finis pour la mode´lisation des plaques composites e´paisses en utilisant une the´orie lay-
erwise. Tian et al. [15] ont applique´ une formulation hybride de type d’e´le´ments finis pour estimer
contraintes interlaminaires dans des stratifie´s syme´triques e´quilibre´s. Carreira et al. [10] ont utilise´ la
me´thode des e´le´ments finis afin de valider les Mode`les Multiparticulaires des Mate´riaux Multicouches
(M4) pour la pre´diction des champs de contraintes aux interfaces des empilements syme´triques soumis
a` une extension uniaxiale.
L’objectif de ce travail est de fournir une alternative plus efficace aux e´le´ments finis et autres
me´thodes nume´riques pour l’analyse des multicouches. Bien e´videmment, afin d’utiliser un crite`re
de rupture, il faut d’abord analyser le proble`me. Beaucoup de crite`res de rupture sont base´s sur
le taux de restitution d’e´nergie et cela ne´cessite parfois plusieurs analyses dans l’e´tat de´lamine´; ce
qui pourrait eˆtre tre`s couˆteux au niveau du temps de calcul et du me´moire. De ce fait, la pre´sente
e´tude tente d’utiliser un Mode`le Multiparticulaire des Mate´riaux Multicouches (M4-5n) pour aborder
des proble`mes de bord libre. Chabot [9] a obtenu la solution du mode`le M4 pour des multicouches
syme´triques en traction uniaxiale dans l’e´tat non-de´lamine´. Ce travail propose une me´thode ge´ne´rale
pour l’analyse des multicouches sous traction uniaxiale par le mode`le M4-5n non seulement dans
l’e´tat non-de´lamine´ mais aussi dans le cas de´lamine´ ou` il y a une ou plusieurs fissures aux diffe´rentes
interfaces. Afin de valider la me´thode propose´e et montrer son efficacite´, une comparaison est ef-
fectue´e avec les re´sultats d’une mode´lisation e´le´ments finis 3D.
2 Formulation du mode`le M4-5n
Dans cette section, nous pre´sentons brie`vement la formulation du mode`le M4-5n. Dans les sec-
tions suivantes, nous allons utiliser ce mode`le pour re´soudre le proble`me de bord libre dans des
multicouches composites en extension uniaxiale. Dans la formulation suivante, x et y repre´sentent les
directions dans le plan et z est l’axe normal. hi
−
, hi+ et h¯
i repre´sentent les cotes infe´rieure, supe´rieure
et moyenne de la couche i et ei = hi+ − hi− de´signe l’e´paisseur de la couche. Les indices grecs (tels
que α, β, γ, δ) correspondent a` {x, y} ou {1, 2}.
2.1 Efforts ge´ne´ralise´s et champs de contraintes 3D
Les efforts ge´ne´ralise´s sont choisis comme suit (α, β ∈ {x, y}) :
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• Efforts ge´ne´ralise´s de la couche i:
N iαβ(x, y) =
∫ hi
+
hi
−
σαβ(x, y, z)dz
M iαβ(x, y) =
∫ hi
+
hi
−
(z − h¯i)σαβ(x, y, z)dz
Qiα(x, y) =
∫ hi+
hi
−
σαz(x, y, z)dz
(2.1)
• Efforts ge´ne´ralise´s de l’interface i, i+ 1:
τ i,i+1α (x, y) = σ
i
αz(x, y, h
i
+) = σ
i+1
αz (x, y, h
i+1
−
)
νi,i+1(x, y) = σizz(x, y, h
i
+) = σ
i+1
zz (x, y, h
i+1
−
)
(2.2)
Les contraintes dans le plan σαβ sont conside´re´es des fonctions affines en z. Selon les e´quations
d’e´quilibre 3D, les contraintes de cisaillement σαz et la contrainte d’arrachement σzz sont respective-
ment des polynoˆmes quadratiques et cubique en z. Les composantes du champ de contraintes 3D sont
exprime´es en fonction des efforts ge´ne´ralise´s.
2.2 De´placements et de´formations ge´ne´ralise´s
En introduisant les champs de contraintes dans la fonctionnelle d’Hellinger-Reissner et inte´grant
par rapport a` z, on obtient les expressions des de´placements ge´ne´ralise´s (3 de´placements et 2 rotations
pour chaque couche):
U iα(x, y) =
1
ei
∫ hi+
hi
−
Uα(x, y, z)dz
U iz(x, y) =
1
ei
∫ hi
+
hi
−
Uz(x, y, z)dz
Φiα(x, y) =
12
(ei)2
∫ hi
+
hi
−
z − h¯i
ei
Uα(x, y, z)dz
(2.3)
Les de´formations ge´ne´ralise´es, de´duites a` partir des de´placements ge´ne´ralise´s, sont associe´es aux
efforts ge´ne´ralise´s:
ε iαβ =
1
2
(
U iα,β + U
i
β,α
)
χ iαβ =
1
2
(
Φiα,β + Φ
i
β,α
)
d iΦα = Φ
i
α + U
i
z,α
Di,i+1α = U
i+1
α − U
i
α −
(
ei
2
Φiα +
ei+1
2
Φi+1α
)
Di,i+1z = U
i+1
z − U
i
z
(2.4)
Les de´formations ge´ne´ralise´es ε iαβ , χ iαβ , d iΦα , Di,i+1α et Di,i+1z sont associe´es respectivement aux
efforts ge´ne´ralise´s N iαβ , M iαβ , Qiα , τ i,i+1α et νi,i+1.
2.3 Loi de comportement et e´quations d’e´quilibre
La de´rive´ de la fonctionnelle d’Hellinger-Reissner par rapport aux efforts ge´ne´ralise´s rend les
relations de comportement du mode`le.
Comportement de la couche i :
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• Membrane et Cisaillement dans le plan: εiαβ =
1
ei
SiαβγδN
i
γδ (2.5)
• Flexion et Torsion: χ
i
αβ =
12
(ei)3
SiαβγδM
i
γδ (2.6)
• Cisaillement hors plan: d iΦα =
6
5ei
SiQαβQ
i
β −
1
10
SiQαβ
(
τ i−1,iβ + τ
i,i+1
β
) (2.7)
Comportement de l’interface i, i+ 1 :
• Cisaillement:
Di,i+1α =−
1
10
(
SiQαβQ
i
β + S
i+1
Qαβ
Qi+1β
)
−
1
30
(
eiSiQαβτ
i−1,i
β + e
i+1Si+1Qαβ
τ i+1,i+2β
)
+
2
15
(
eiSiQαβ + e
i+1Si+1Qαβ
)
τ i,i+1β
(2.8)
• Arrachement:
Di,i+1z =
9
70
(
ei Siν ν
i−1,i + ei+1 Si+1ν ν
i+1,i+2
)
+
13
35
(
ei Siν + e
i+1 Si+1ν
)
νi,i+1 (2.9)
La de´rive´ de la fonctionnelle d’Hellinger-Reissner par rapport aux de´placements ge´ne´ralise´s donne les
e´quations d’e´quilibre. Comme il y a 5 de´placements ge´ne´ralise´s, on obtient 5 e´quations d’e´quilibre
par couche:
N iαβ,β + τ
i,i+1
α − τ
i−1,i
α = 0
M iαβ,β +
ei
2
(
τ i,i+1α + τ
i−1,i
α
)
−Qiα = 0
Qiβ,β + ν
i,i+1 − νi−1,i = 0
(2.10)
3 Analyse du proble`me non-de´lamine´
3.1 Description du proble`me
On conside`re une e´prouvette multicouche (θ1, θ2, ..., θn) de longueur 2l, de largeur 2b et d’e´paisseur
2h occupant le domaine Ω = [−l, l] × [−b, b] × [−h, h]. L’e´prouvette est soumise a` une extension
uniaxiale de telle sorte que des de´placements longitudinaux moyens +∆ et −∆ sont impose´s respec-
tivement sur les bords x = +l et x = −l. Les autres bords sont libres (Fig.1). En supposant que
l’e´prouvette soit assez longue suivant x, les de´formations ge´ne´ralise´es ne de´pendent que de y.
2l
2h
2b
x
y
z
θ1
θ2
θn
e1
e2
en
∆
∆
Figure 1: Ge´ome´trie du multicouche, de´placements impose´s
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3.2 Formulation M4-5n du Proble`me
Sachant que le champ de de´formations est inde´pendant de x, on peut e´crire les champs des
de´placements ge´ne´ralise´s sous la forme suivante:
U ix(x, y) =
∆
l
x+ uix(y) ; U
i
y = (x, y) = u
i
y(y) ; U
i
z = (x, y) = u
i
z(y)
Φix(x, y) = φ
i
x(y) ; Φ
i
y(x, y) = φ
i
y(y)
(3.1)
En introduisant ces de´placements dans les e´quations 2.4, nous obtenons les de´formations ge´ne´ralise´es
comme suit:
εixx =
∆
l
; εiyy = u
i
y
′
; εixy =
1
2
uix
′
χixx = 0 ; χ
i
yy = φ
i
y
′
; χixy =
1
2
φix
′
dix = φ
i
x ; d
i
y = φ
i
y + u
i
z
′
Di,i+1x = u
i+1
x − u
i
x −
(
ei
2
φix +
ei+1
2
φi+1x
)
Di,i+1y = u
i+1
y − u
i
y −
(
ei
2
φiy +
ei+1
2
φi+1y
)
Di,i+1ν = u
i+1
z − u
i
z
(3.2)
ou` le signe prime signifie la de´rive´ par rapport a` y. En utilisant les relations de comportement 2.5
a` 2.9, les e´quations d’e´quilibre 2.10, on obtient 16n − 3 champs inconnus ainsi le meˆme nombre
d’e´quations dont 6n− 3 sont alge´briques et 10n sont diffe´rentielles du premier ordre. En condensant
ce syste`me d’e´quations, on extrait un syste`me de 5n e´quations diffe´rentielles du second ordre sous la
forme suivante:
X
′′
= M .X (3.3)
ou` X est un vecteur inconnu de dimension 5n et M est une matrice de dimensions 5n×5n qui de´pend
des proprie´te´s me´caniques des mate´riaux, des orientations et des e´paisseurs des couches. Comme il
n’y a 5n e´quations diffe´rentielles du second ordre, il faut 10n conditions aux limites pour re´soudre
le syste`me. Ces conditions s’obtiennent en appliquant les conditions de bord libre en y = ±b. Pour
chaque couche de i (1 ≤ i ≤ n) on a 10 conditions:
N ixy(±b) = 0 , N
i
yy(±b) = 0 , M
i
xy(±b) = 0 , M
i
yy(±b) = 0 , Q
i
y(±b) = 0(3.4)
La solution analytique de ce syste`me d’e´quations s’obtient sous la forme des fonctions exponentielles,
trigonome´triques et polynomiales.
4 Analyse du proble`me de´lamine´
4.1 Multicouche avec une interface de´lamine´e
Dans cette section, on s’inte´resse a` l’e´tat de´lamine´. On conside`re le meˆme proble`me sauf que cette
fois-ci il y a une ou plusieurs fissures interlaminaires. Dans un premier temps, on suppose qu’il y a
une seule fissure a` une interface quelconque comme k, k + 1. L’interface est suppose´e comple`tement
de´lamine´e a` partir du bord libre y = b jusqu’a` y = b−a tout au long du multicouche dans la direction
x (Fig.2). En admettant l’invariance dans la direction x, on distingue deux zones:
Zone I : −b 6 y 6 (b− a) zone non-de´lamine´e
Zone II : (b− a) 6 y 6 b zone delamine´
Pour re´soudre ce proble`me, on trouve les expressions des champs inconnus sur la zone I (non-
de´lamine´e) et II (de´lamine´e) se´pare´ment, puis en imposant les continuite´s et les conditions aux limites,
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Figure 2: Multicouche avec une fissure de longueur a a` l’interface k, k + 1 (a` gauche) - Multicouche avec plusieurs
interfaces de´lamine´es; la me´thode de re´solution (a` droite)
on obtient la solution ge´ne´rale du proble`me. La solution du proble`me non-de´lamine´ (zone I) est de´ja`
obtenue dans la section pre´ce´dente. Il faut trouver la solution du proble`me de´lamine´ (zone II). On
suppose que le stratifie´ est comple`tement de´lamine´ a` l’interface k, k + 1 sur la zone II:
τk,k+1x = 0 , τ
k,k+1
y = 0 , ν
k,k+1 = 0 ; (b− a) 6 y 6 b (4.1)
On a 3 e´quations en plus ; en revanche il y a trois discontinuite´s de de´placement a` l’interface
de´lamine´e. En e´crivant les e´quations du mode`le M4-5N et en appliquant la meˆme me´thode utilise´e
pour le proble`me non-de´lamine´, un syste`me similaire de 5n e´quations diffe´rentielles du second ordre
s’obtient comme suit:
X
′′
= Md . X (4.2)
ou` Md est une matrice 5n× 5n qui de´pend non seulement des proprie´te´s des mate´riaux, des orienta-
tions et des e´paisseurs des couches, mais aussi de la position de la fissure.
Pour trouver la solution ge´ne´rale du proble`me il faut appliquer les conditions aux limites. Puisqu’il
y a 2 syste`mes de 5n e´quations du second ordre, il faut 2 × 10n conditions. Il y a 10n conditions
aux limites sur les bords libres y = ±b (e´quations 3.4). Les 10n autres conditions sont de´duites de
la continuite´ des de´placements et des efforts ge´ne´ralise´s entre les zones I et II. Il y a 5 relations de
continuite´ de de´placement par couche comme suit:
[uix(yp)]
I
= [uix(yp)]
II
,
[
uiy(yp)
]I
=
[
uiy(yp)
]II
, [uiz(yp)]
I
= [uiz(yp)]
II
[φix(yp)]
I
= [φix(yp)]
II
,
[
φiy(yp)
]I
=
[
φiy(yp)
]II (4.3)
Concernant les efforts ge´ne´ralise´s aussi, il y a 5 conditions de continuite´:
[
N ixy(yp)
]I
=
[
N ixy(yp)
]II
,
[
N iyy(yp)
]I
=
[
N iyy(yp)
]II
[
M ixy(yp)
]I
=
[
M ixy(yp)
]II
,
[
M iyy(yp)
]I
=
[
M iyy(yp)
]II
[
Qiy(yp)
]I
=
[
Qiy(yp)
]II
(4.4)
4.2 Multicouche avec plusieurs interfaces de´lamine´es
Maintenant, on s’inte´resse a` une configuration quelconque de de´laminage ou` l’on peut avoir
plusieurs fissures avec diffe´rentes longueurs (Fig.2). L’approche propose´e consiste a` ge´ne´raliser la
me´thode applique´e pre´ce´demment. En effet, dans le cas d’une seule fissure, le stratifie´ a e´te´ divise´e
en deux zones en pointe de la fissure. De meˆme, en pre´sence de plusieurs fissures, on segmente la
section du stratifie´ suivant la direction y a` chaque pointe de fissure de sorte qu’on trouve plusieurs
zones (Fig.2). La solution du proble`me sur chaque zone est sous la forme 3.3 pour les zones non-
de´lamine´es ou sous la forme 4.2 pour les zones de´lamine´es. Apre`s avoir trouve´ la solution de chaque
zone, en e´crivant les relations de continuite´ et les conditions aux limites on obtient la solution globale
du multicouche.
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Figure 3: Mode`le e´le´ments finis 3D du multicouche
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Figure 4: Maillage EF dans le plan yz : e´tat non-delamine´ (a` gauche); e´tat de´lamine´ (a` droite)
5 Validation du mode`le M4-5n en comparaison avec la me´thode des e´le´ments finis
5.1 Multicouche non-de´lamine´
Afin d’e´valuer la pre´cision et l’efficacite´ du mode`le M4-5n, les re´sultats du mode`le M4-5n sont
compare´s avec ceux des e´le´ments finis 3D obtenus par le code commercial ABAQUS. On con-
side`re des plaques multicouches rectangulaires (10◦,−10◦)s and (20◦,−20◦)s avec des couches car-
bone/epoxy (G947/M18) et (CTE1/T700) dont les proprie´te´s me´caniques sont pre´sente´es au tableau
1. La de´formation uniaxiale εxx = 0, 001 est impose´e aux bords x = ±l. Il est suppose´ que le stratifie´
est longue donc il n’y a pas de variation dans le sens x. Graˆce a` la syme´trie de l’empilement, on ne
mode´lise que la moitie´ de l’e´prouvette. Pour le mode`le e´le´ments finis 3D, en raison de l’invariance
G947/M18 CTE1/T700
EL (Gpa) 97.6 153.82
ET (Gpa) 8.0 10.61
EN (Gpa) 8.0 10.61
GLT (Gpa) 3.1 5.58
GLN (Gpa) 3.1 5.58
GTN (Gpa) 2.7 5.58
νLT 0.37 0.315
νLN 0.37 0.315
νTN 0.5 0.315
e (mm) 0.19 0.13
Table 1: Proprie´te´s me´caniques des couches carbone/epoxy G947/M18 et CTE1/T700
dans la direction x, il suffit de conside´rer un seul e´le´ment dans ce sens avec les conditions suivantes
(Fig.3):
Ux(x1, y, z) = Ux(x0, y, z) + (x1 − x0)εxx
Uy(x1, y, z) = Uy(x0, y, z)
Uz(x1, y, z) = Uz(x0, y, z)
(5.1)
Afin d’obtenir des re´sultats pre´cis, il faut e´norme´ment raffiner le maillage a` l’interface correspon-
dante pre`s du bord libre (Fig.4). Dans la mode´lisation par le mode`le M4-5n, il faut faire un choix sur
le maillage multiparticulaire; c’est-a`-dire le nombre et l’e´paisseur de chaque couche dans le mode`le.
Diaz-Diaz et Caron [16] ont propose´ un maillage multiparticulaire re´gulier dans lequel chaque couche
physique est mode´lise´e par certaines couches mode`les ayant la meˆme e´paisseur. Par conse´quent,
le maillage multiparticulaire est re´gulier suivant l’e´paisseur du multicouche. Ici, en ame´liorant la
me´thode propose´e par Diaz-Diaz et Caron, on propose un maillage irre´gulier qui est beaucoup plus
efficace pour capter les effets de bord. Donc, pour la comparaison on construit 3 mode`les: un mode`le
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e´le´ments finis 3D, un mode`le M4-5n avec un maillage re´gulier et un mode`le M4-5n avec un maillage
irre´gulier. Pour pouvoir comparer les deux maillages, on fixe le nombre total des couches (et donc
le nombre total des e´quations) en conside´rant 3 couches mode`les par couche physique. La notion
du maillage irre´gulier consiste a` raffiner le maillage multiparticulaire pre`s des interfaces pour pou-
voir capter des contraintes pre´cises aux interfaces (Fig.5). Dans cette e´tude, l’e´paisseur des couches
supe´rieure et infe´rieure a` l’interface physique est e´gale a` 1/200 de l’e´paisseur d’un pli physique.
Puisque on s’inte´resse au proble`me de bord libre, on se concentre sur la distribution des contraintes
interface physique
2b
e
e
y
z
interface physique
2b
e
e
y
z
Figure 5: Maillage multiparticulaire : re´gulier (a` gauche) ; irre´gulier (a` droite)
interlaminaires. Pour ce proble`me, la contrainte de cisaillement σ13 est toujours dominante. Par
conse´quent, on se limite a` la distribution de la contrainte interlaminaire σ13. La Fig.6 montre la
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Figure 6: Distribution de la contrainte interlaminar σ13 a` l’interface θ/ − θ des empilements (θ,−θ)s :
(a) G947/M18 ; θ = 10◦ (b) G947/M18 ; θ = 20◦ (c) CTE1/T700 ; θ = 10◦ (d) CTE1/T700 ; θ = 20◦
distribution de la fonction k13 =
σ13
Ex εxx
(contrainte interlaminaire normalise´e) pour les 3 mode`les
correspondants(e est l’e´paisseur d’un pli). On constate qu’a` partir d’une distance 0.2e du bord libre,
tous les mode`les donnent presque les meˆmes re´sultats; ce qui confirme la pre´cision du mode`le M4-5n
(meˆme avec un maillage re´gulier) assez proche du bord libre. Par contre, en s’approchant du bord on
s’aperc¸oit que les re´sultats des e´le´ments finis sont plus pre´cis par rapport a` ceux du mode`le M4-5n
avec le maillage re´gulier. Par contre, on constate que le mode`le M4-5n avec un maillage irre´gulier
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(plus raffine´ pre`s de l’interface) capte mieux la singularite´ de contrainte par rapport aux e´le´ments
finis; c’est-a`-dire le mode`le M4-5n avec ce maillage est plus pre´cis que des e´le´ments finis. On garde
a` l’esprit que dans le mode`le e´le´ments finis utilise´ il y a des milliers d’e´le´ments 3D alors que pour le
mode`le M4-5n propose´ au total il y une trentaine d’e´quations. Cela montre bien la forte efficacite´ du
mode`le M4-5n pour l’analyse des proble`me de bord libre.
5.2 Multicouche de´lamine´
Plusieurs types de proble`mes (comme la propagation de fissure, les crite`res e´nerge´tiques de rup-
ture,...) consistent a` analyser des multicouches dans l’e´tat de´lamine´. Par exemple, le double crite`re
d’initiation de de´laminage propose´ par Leguillon et al.[17] ne´cessite l’analyse du multicouche non
seulement dans l’e´tat non-de´lamine´ pour l’obtention du profil de contrainte interlaminaire mais aussi
plusieurs fois dans l’e´tat de´lamine´ afin d’obtenir la courbe de taux de restitution d’e´nergie incre´mental.
Dans cette e´tude, on montre que le mode`le M4-5n est une alternative tre`s efficace pour ce type de
proble`me donnant des re´sultats tre`s pre´cis comme e´le´ments finis 3D.
On conside`re les meˆmes quadricouches qu’avant avec 4 fissures de longueur a aux interfaces θ/− θ.
En faisant varier la longueur a, on obtient la courbe du taux de restitution d’e´nergie incre´mental
en fonction de la longueur des fissures. Comme avant on conside`re 3 mode`les: e´le´ments finis
3D (Fig 4), M4-5n avec un maillage re´gulier et M4-5n avec un maillage irre´gulier. La fonction
a b
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Figure 7: Taux de restitution d’e´nergie incre´mental normalise´ en fonction de la taille de fissure : (a) G947/M18 ; θ =
10◦ (b) G947/M18 ; θ = 20◦ (c) CTE1/T700 ; θ = 10◦ (d) CTE1/T700 ; θ = 20◦
A(a) = G
inc(a)
e Ex ε2xx
= W (a=0)−W (a)
a L e Ex ε2xx
est en fait le taux de restitution d’e´nergie normalise´ (voir [17] pour
plus de de´tails). En comparant les courbes des 3 mode`les on voit tre`s bien l’influence du maillage
multiparticulaire du mode`le M4-5n sur le taux de restitution d’e´nergie. En fait, si on utilise un mail-
lage re´gulier, la courbe ne passe pas par ze´ro et les valeurs du taux de restitution d’e´nergie ne sont pas
satisfaisantes pour les petites fissures; sauf qu’on raffine e´norme´ment le maillage et dans ce cas-la` on
perd l’efficacite´ du calcul. En revanche, en utilisant la me´thode propose´ dans cette e´tude avec un mail-
lage progressif on capte tre`s bien la solution 3D. On note que pour obtenir des courbes pre´cises, on
a conside´re´ une cinquantaines de valeurs pour a et donc une cinquantaine d’analyse du multicouche
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dans l’e´tat de´lamine´; ce qui ne´cessite un temps de calcul e´norme pour le mode`le e´le´ments finis par
rapport au mode`le M4-5n.
6 Conclusion
Dans ce travail en utilisant le mode`le multiparticulaire M4-5n, on a propose´ une me´thode ana-
lytique pour l’analyse des multicouches de´lamine´s et non-de´lamine´s soumis a` la traction uniaxiale.
Au moyen de ce mode`le, on peut analyser des multicouches syme´trique et non-syme´trique avec une
configuration quelconque de fissuration interlaminaire. Vu le nombre total des e´quations est e´gal a`
5n, la me´thode est tre`s efficace en ce qui concerne le temps de calcul et la taille de me´moire. Une
strate´gie de maillage multiparticulaire pour ce mode`le a e´te´ propose´ qui est beaucoup plus adapte´ aux
proble`mes de de´laminage par rapport au maillage re´gulier pre´ce´demment propose´ par Diaz Diaz et
Caron. Une comparaison avec un mode`le e´le´ments finis 3D a montre´ la pre´cision et l’efficacite´ du
mode`le M4-5n en e´valuant le champ de contraintes interlaminaires et le taux de restitution d’e´nergie.
Cela signifie que le mode`le M4-5n peuvent eˆtre utilise´ comme une bonne alternative aux e´le´ments
finis 3D dans des proble`mes de de´laminage des mate´riaux multicouches en utilisant les crite`res en
contrainte ainsi que les crite`res e´nerge´tiques. Bien e´videmment dans les cas ou` il faut faire plusieurs
calculs, l’avantage de ce mode`le par rapport a` la mode´lisation des e´le´ments finis 3D est tre`s con-
side´rable; ce qui permet d’aborder des proble`mes lourds comme calculs de propagation de fissure,
proble`mes d’optimisation, etc.
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